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1 Wstep

Platforma klasy (2,0) - inaczej zwana monocyklem - jest ukladem nieholonomicznym z dwoma kolami napedowymi,
bez zadnych két sterowalnych. Uklad taki mozna opisaé¢ przy pomocy kinematyki (ograniczen nieholonomicznych) oraz
dynamiki (we wspélrzednych pomocniczych).

W przypadku bezdryfowego ukladu sterowania mamy do czynienia z postacia;

q¢=Glq)-n, (1)

gdzie:

e g € R" - wektor uogdlnionych wspotrzednych,

e ¢ - wektor uogélnionych predkosci,

e 1 € R"! - wektor predkoéci pomocniczych,

e (G(q) - macierz o wymiarze nx(n — ) opisujaca wlasciwosci platformy,

e 1 - wymiar stanu wspétrzednych uogdlnionych,

e | - liczba ograniczen nieholonomicznych.

Po rozwinieciu, réwnania kinematyki przyjmuja nastepujaca postaé:
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gdzie:



T - predko$é liniowa w osi X,

9 - predkosé liniowa w osi Y,

6 - predkosé katowa ustawienia platformy,

e &1, Yo - predkosci katowe kol,

e R - promien kola napedowego,

o [ - dlugo$é platformy,

e 11, 12 - predkoéci pomocnicze két.

Z tych zalezno$ci mozna wyprowadzié¢, ze predkos¢ liniowa platformy okre$lona jest wzorem 77 + 72 = v, natomiast jej
predkosé katowa mozna wyrazi¢ jako n; — 1 = w.

By otrzymaé uktad dosterowany i pozby¢ si¢ mnoznikéw Lagrange’a A, przeksztalcenia zostaly dokonane na réwnaniu
dynamiki:

M-G+C-4+D=B-u+A ) (3)
M-(Gn+G7'7)+O-Gn+D:B-u+A-/\ (4)

GTMG i)+ G" (MG +CG)n+G'D=G"Bu+GTAT -\ (5)
M* -+ C* -+ D" =B -u (6)

W tym przypadku macierz inercji M, macierz sil Coriolisa i od$rodkowych bezwtadnosci C, wektor grawitacji, macierz
Pfaffa A, wektor sil grawitacji D oraz prostokatna macierz wejSciowa B zastepujemy nowymi postaciami odpowiadajacych
macierzy i wektorow M*, C*, D* i B*.

2 Sterownik kinematyczny

Celem sterowania, ktéry rozpatrujemy, jest Sledzenie trajektorii. Kinematyka robota opisana jest nastepujacymi réwna-
niami:

& =wv-sinf (7)
y=wv-cost (8)
0=w (9)

zatem najprostsza dopuszczalna (spelniajaca wymagania nieholonomiczne) trajektorie zadang mozna wyrazi¢ w nastepu-
jacy sposob:

l"d = Vq - sin 9d (10)
Yg = Vg - cos By (11)
Q'd = Wq (12)

gdzie indeks d wskazuje na warto$é¢ zadana, a vqg =7 - wg (r - promien okregu, po ktérym ma poruszaé si¢ robot).
Wyrézniamy bledy podstawowe Sledzenia trajektorii:

Te =12 — X4 (13)



Ye =Y — Y (14)

O.=0—10q4 (15)
oraz bledy referencyjne:
€ Te
ey| = Rot(Z,—0) | ye | - (16)
€ 96
Po przeksztalceniach otrzymujemy:
€ cosf (x — xq) +sinb (y — ya)
ey| = |—sinf (z — xq) +cosb (y — ya) | - (17)
€ 0 — ed

Pochodne bledéw referencyjnych maja postaé réwnan kaskadowych:

€r = Wey + U — Vg COS eg (18)
€y = —wey, + vgsineg (19)
€p = w —wy (20)

Do rozwiazania ukltadu kaskadowego, potrzebne bylo zdefiniowanie funkcji Lapunowa:

1 1 1
V (ex, ey, €9) = 563 + 56; + 5@3. (21)

Funkcja ta jest zawsze wigksza lub réwna 0. Pochodna tej funkcji w postaci:
V (eq, ey, €9) = —kr€2 — kaej (22)

dla k1, ko > 0 jest zawsze mniejsza lub réwna zero. Na tej podstawie wyznaczone zostaly predkoéci referencyjne wykorzy-
stywane w algorytmie Samsona:

Uref = Vg cOsey — kieg (23)
€,Vg Sin ey
Wref = Wd — yT — kgeg (24)

Zaimplementowany system z algorytmem Samsona zostal przedstawiony na Rys. [I} Nastepnie seria badan wplywu
parametréw na dzialanie zostala przeprowadzona. W poréwnaniu do sytuacji z k; = 1, ko = 1 (rys. [2)), przypadki
zwiekszajace jeden z tych parametréow do wartosci 1000 sprawia, ze wiecej czasu zajmuje platformie osiagniecie zamierzonej
trajektorii (Rys. . Ostatni zbadany scenariusz zaktadal oba parametry na poziomie wartosci 1000 - wowczas platforma
nie zdaza w 100 sekund osiagnaé swojej trajektorii (Rys. .
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Rysunek 1: Schemat systemu w Simulinku, ktéry implementuje dziatanie algorytmu kinematycznego.
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Rysunek 2: Bledy i trajektoria platformy dla algorytmu Samsona z parametrami ky = 1, ko = 1.
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R=1,wd=3.000000e-01, k1=1, k2=1000
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Rysunek 3: Bledy i trajektoria platformy dla algorytmu Samsona z parametrami k; =, ko = 1000.

R=1, w=3.000000e-01, k,=1000, k,=1
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Rysunek 4: Bledy i trajektoria platformy dla algorytmu Samsona z parametrami k; = 1000, ky = 1.
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Rysunek 5: Bledy i trajektoria platformy dla algorytmu Samsona z parametrami k; = 1000, ko = 1000.

R=1, wd=3.000000e-01, k1=1000, k2=1000
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3 Sterownik dynamiczny

Dynamika platformy (2,0) opisa¢ mozna nastepujacym ukladem réwnan:

M*n = u.

Macierz M™* mozna przedstawi¢ w formie:

gdzie:

0 M|’

e M1 =~ 107,9 kg — catkowita masa platformy,

o My = 83,6 kg — iloraz momentu bezwtadnosci platformy przez kwadrat dlugosci platformy.

Dokonywane sa przeksztalcenia, by moc wyrazi¢ obiekt z kinematyka i dynamika zaimplementowana w Simulinku:

=M
BRIkl
w 0 Mlzz uz |’

. 1

U= M—Hul

. 1

w = M—mug.

100

(25)

(26)



Po zaimplementowaniu obiektu nalezy przejs¢ do kwestii samego sterownika. Sterowanie odbywa sie za pomoca algo-
rytmu doktadnej linearyzacji, ktérego zasade dzialania prezentuje wzor:

u=M" (ﬁref_Km(n_nref))~ (31)

Po rozwinieciu:
U :Mll (i)ref*Km (v*vref)) (32)
Uz = M22 (w’r'ef - Km (w - wref)) . (33)

Wartosci 7. pobierane sg ze sterownika kinematycznego, a wspétczynnik K, badany w zadaniu musi byé dodatni. Na
podstawie tych wyprowadzen zostal zbudowany system jak na Rys. [f] Zbadane zostaly trzy przypadki zmiany wartosci
parametru K,,: K,, = 0.01 (Rys. m), K,, = 0.1 (Rys. , K,, = 0.01 (Rys. E[) Mozna zauwazy¢, ze im wiekszy parametr
K., tym lepsze dzialanie sterownika - trajektoria w przypadku uwzglednionej w sterowaniu kinematyki i dynamiki jest
coraz blizsza przypadkowi implementacji samej kinematyki obiektu. Dodatkowa réznica jest zauwazalna przy réznych
wspélczynnikach i warunkach poczatkowych (Rys7 szczegblnie przy zmianie parametréw ki i ko - robot albo sie zbliza
od zewnatrz do zadanej trajektorii, albo przecina jg i dazy do niej od wewnatrz.
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Rysunek 6: Schemat systemu w Simulinku, ktéry implementuje dziatanie algorytmu kinematycznego i dynamicznego.
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Rysunek 7: Bledy i trajektoria platformy dla algorytmu dokladnej linearyzacji z parametrami ky = 1, ko = 1, K,,, = 0.01.
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Rysunek 8: Bledy i trajektoria platformy dla algorytmu dokladnej linearyzacji z parametrami k; = 1, ko = 1, K,,, = 0.1.
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Rysunek 9: Bledy i trajektoria platformy dla algorytmu dokladnej linearyzacji z parametrami k1 = 1, ko =1, K,;, = 1.
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Rysunek 10: Trajektoria platformy dla algorytmu dokladnej linearyzacji z réznymi wspédlczynnikami i wartodciami poczat-
kowymi.



4 Whnioski

e Dodanie sterownika dynamicznego (z odpowiednim wspélezynnikiem) do obiektu o wlasciwosciach kinematycznych i
dynamicznych pozwala wymusi¢ na obiekcie pozadane predkosci, a tym samym poprawia szybko$¢ osiggania zadanej
trajektorii.

e Im wiekszy wspotczynnik K, w sterowniku dynamicznym, tym bardziej trajektoria rzeczywista jest zblizona do
trajektorii obiektu sterowanego sterownikiem kinematycznym.

e Zwiekszanie parametréow ki i ko w przypadku sterownika kinematycznego wydtuza czas osiagania zadanej trajektorii.

e W zaleznosdci od wartosci poczatkowych i wspoélczynnikéw sterownikoéw, mozna osiagnaé zblizanie sie¢ do zadanej
trajektorii od zewnatrz lub — po przecieciu trajektorii — od wewnatrz.
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